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В статье рассматривается вопрос построения управления с обратной связью на основе аналитического конструи-

рования регуляторов для систем с последействием, стабилизирующего математическую ВИЧ-модель. В настоящем 
исследовании рассматривается классическая модель процесса распространения ВИЧ-инфекции в организме челове-
ка, которая описывается системой функционально-дифференциальных уравнений с запаздыванием. Используются 
положения теории аналитического конструирования регуляторов, которая предлагает различные варианты синтеза 
управляющего воздействия на систему. Найдено шесть вариантов явных решений обобщенных уравнений Риккати, 
на основе которых может быть построено стабилизирующее управление. Тем не менее в научной литературе числен-
ное моделирование и стабилизация ВИЧ-моделей рассматривается, как правило, только первыми тремя методами. 
Исследуется вопрос численного моделирования стабилизирующего воздействия на ВИЧ-модель четвертым вари-
антом явных решений с помощью разработанных компьютерных алгоритмов и программ. Приведены результаты 
компьютерного моделирования ВИЧ-динамики как без управления, так и с управляющим воздействием на систему. 
Полученные данные могут использоваться в дальнейших исследованиях, связанных с конструированием управле-
ния на основе пятого и шестого вариантов решения обобщенных уравнений Риккати, а также для анализа ВИЧ-
динамики при различных начальных параметрах.
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The problem of constructing feedback control, stabilizing of the HIV model based on the theory of analytical design of 

regulators for systems with delay is considered in this article. The model is described by a system of functional differential 
equations. A stabilizing control is constructed basing on the method of explicit solutions of Generalized Riccati Equations of 
the theory of analytical constructing regulator for systems with delays. Currently, six variants of explicit solutions to General-
ized Equations of Riccati used for stabilization of systems with aftereffect are identified. However, in the scientific literature, 
numerical modelling and stabilization of HIV models is discussed only by the first three methods. Numerical modelling of the 
stabilizing effect based on the fourth option explicit solutions to Generalized Equations of Riccati is considered in this article. 
A computer programm for performing the necessary calculations was developed. The obtained data can be used in further 
research related to the design control based on the fifth and sixth variants of the solution of the Generalized Riccati Equations, 
as well as for the analysis HIV dynamics at different initial parameters.
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Цель и методика исследований
Исследование динамики и закономерностей раз-

вития вирусных инфекций, в том числе ВИЧ, пред-
ставляет собой область, в которой активно исполь-
зуются методы математического и компьютерного 
моделирования иммунологических процессов [1]. 
Основополагающие принципы данной области при-
кладной математики были заложены академиком 
Гурием Ивановичем Марчуком в серии его моно-
графий «Математические модели в иммунологии» и 
нашли свое развитие в работах его учеников. Вирус 
иммунодефицита человека первого типа является 
одним из сложнейших для понимания по причине 
разнообразного характера течения заболевания и 
динамики процесса. Исследователи отмечают, что 
«в случае ВИЧ-инфекции взаимодействие возбуди-
теля и хозяина является сложным динамическим яв-
лением, в реализацию которого, так или иначе, во-
влекаются практически все системы организма, хотя 
их роль в развитии ВИЧ-инфекции неравноценна» 
[9, с. 14]. К тому же вариативность ВИЧ может при-
водить к возникновению лекарственной устойчиво-
сти [10, 11]. Таким образом, для построения адекват-
ной математической модели и стабилизирующего 
воздействия необходимы междисциплинарные ис-
следования биологов, математиков и специалистов в 
области компьютерных наук [2, 3, 7, 8].

Рассматривается математическая модель, описы-
вающая ВИЧ-динамику, которая представляет собой 
систему линейных дифференциальных уравнений с 
запаздыванием. Теория аналитического конструи-
рования управления для систем с последействием 
[5] позволяет построить управляющее воздействие и 
исследовать его стабилизирующие свойства.

В данном исследовании мы использовали клас-
сическую модель распространения ВИЧ-инфекции 
в организме человека [12]:
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где )(tT  – количество незараженных T-клеток 
(целевых клеток),

)(* tT  – количество зараженных клеток,
)(tV  – количество свободных вирусных клеток,
)(tE  – иммунный ответ, количество эффектор-

ных клеток,
s  – источник здоровых клеток,
d  – смертность здоровых клеток,
p  – скорость активации эффекторных клеток,
k  – скорость инфицирования,
b  – смертность инфицированных клеток,

xd  – эффективность иммунного ответа,
N   – количество вирусных частиц, полученных с 

одной инфицированной клетки,
c    – клиренс вирусных клеток,

Ed  – смертность эффекторных клеток,
τ  (запаздывание) – время, которое требуется ор-

ганизму для распознавания инфекции,
U   – лекарственное стимулирование иммунного 

ответа.
В данной модели )(* τ−tT  описывает запазды-

вание между моментом инфицирования и распоз-
навания инфицированных клеток цитотоксичными 
CD8+T клетками. Включение механизма запаздыва-
ния в модель позволяет с большей точностью описы-
вать вирусную нагрузку по сравнению с моделями 
без последействия. Регулирование ВИЧ-динамики 
может осуществляться за счет лекарственного уси-
ления иммунного ответа: в этом случае U  является 
управляющим параметром )(tu .

Значения параметров системы (1) установлены в 
следующие значения [4]:
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Модель может быть представлена в матричной 

форме следующим образом:
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Задача состоит в построении такого управляю-
щего воздействия, которое будет минимизировать 
вирусное воздействие на организм.

Алгоритм вычисления
Четвертому варианту явных решений ОУР соот-

ветствует управление с обратной связью:
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где матрица P является решением матричного 
экспоненциального уравнения:
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где 320 ,, CCC  – произвольные симметричные 
nn×  матрицы, 1C  – произвольная nn×  матрица, 

0),()( 31 ≡≡ υϕϕ ss  при ,0, ≤≤− vsτ  )(2 sϕ  – про-
извольная симметричная матрица с кусочно-непре-
рывными на ]0,[ τ−  элементами.
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Рис. 1. Траектория системы без управляющего воздействия
Fig. 1. The trajectory of the system without control action

Рис. 2. Траектория системы под воздействием управления
Fig. 2. The trajectory of the system under control
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Результаты исследований
Моделирование ВИЧ-динамики без управления 

показывает, что в начальный период количество 
здоровых клеток растет, с наступлением некоторо-
го значения начинается резкое снижение их числен-
ности вследствие повышения вируcной нагрузки. 
Иммунный ответ возникает спустя некоторое время 
(таким образом, возникает эффект латентного пе-
риода). Далее за период до 100 дней состояние ста-
новится стабильным: при этом вирусная нагрузка 
остается на постоянном, высоком уровне, а иммун-
ный ответ постепенно снижается, что не позволяет 
бороться с болезнью эффективно.

Моделирование системы под воздействием управ-
ления отражает снижение вирусной нагрузки и уси-

ление иммунного ответа, что приводит к уменьше-
нию численности зараженных клеток.

Выводы. Рекомендации
Таким образом, управление с обратной связью, 

построенное на основе четвертого варианта явных 
решений ОУР, стабилизирует процесс распростра-
нения ВИЧ в организме человека. При этом характе-
ристики управления стремятся к некоторым ненуле-
вым значениям. Управление поддерживает процесс 
репликации ВИЧ в организме человека в определен-
ном стационарном состоянии. С целью сравнения 
различных вариантов построения управления и их 
воздействия на ВИЧ-динамику следует продолжить 
исследования в части численного моделирования 
управлений в соответствии с пятым и шестым вари-
антами явных решений ОУР.
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